MPSI2, Louis le Grand

Oscillateur harmonique

Direction, sens

Loi de Hooke

T=—k(l—00)C-p

Solution générale

Théoréme : Solution canonique
Les solutions de 1’équation différentielle
ex
— +tw°X=0
dr?
sont les fonctions sinusoidales de pulsation w :

X (1) = Xipcos(wt + )

On définit également la fréquence f = w/(2m) (parfois écrite v) et la période T = 1/f = 27/ w.
Un systéme régi par cette équation différentielle est un oscillateur harmonique. La pulsation d’un

systéme masse-ressort est en particulier w = / %
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Expression générale

Conditions initiales
Les variations de I’écart X a la position d’équilibre d’un oscillateur harmonique peuvent
s’écrire de maniere équivalente :

%
X (1) = Xjpcos(wt + @) = Xgcos(wt) + il sin(wt)
0]
avec :
o Xp I’écart initial a la position d’équilibre,

e V) la vitesse initiale.

Principe
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Exercice : conditions initiales

On consideére un systéme masse-ressort

On considere une masse m attachée en M a I’extrémité d’un ressort de constante de raideur
k et de longueur a vide ¢, dont I’autre extrémité O est immobile. La masse est en mouvement
sans frottement sur un support horizontal. On note x la mesure algébrique de son abscisse par

Représentation de Fresnel : Utilisation R
rapport a O.

1. La masse est lachée sans vitesse initiale en xy = 3¢y/2. Déterminer I’expression de x(t) et
9 de I’écart X entre x et la position d’équilibre. Préciser I’amplitude et la phase du mouve-
ment et tracer I’allure de x(t).

wt

Yy
[\®)

. On communique désormais une vitesse Xy a la masse quand elle est en xy. Déterminer la
nouvelle expression de x(#), et en déduire I’amplitude et la phase du mouvement par une
> construction de Fresnel.

3. Onak=5N-m}, /5 =30cm et m = 200g. Calculer la pulsation des oscillations de la
masse. Déterminer la norme minimale |%o| de la vitesse pour laquelle la masse atteint le
ot I point O et le premier instant ou cela se produit (on distinguera selon le signe de ).

Exercice : circuit LC

On consideére un circuit électrique formé d’un condensateur de capacité C branché aux bornes
d’une bobine d’auto-inductance L. On note u, la tension aux bornes du condensateur, g = Cu,
Détermination graphique sa charge et i, le courant (en convention récepteur pour le condensateur).
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1. Etablir les équations différentielles vérifiées par la charge du condensateur et par I’ intensité
du courant dans le circuit. Les mettre sous la forme canonique d’un oscillateur harmonique
de pulsation w dont on donnera 1’expression.

2. Ona L=15mH et C =5pF. Quel sera le courant maximal au cours des oscillations si a
I’instant initial on a uc =5V et ic = —50mA.

Analogie électromécanique

Analogie électromécanique
On peut établir une analogie mécanique/électrocinétique entre un oscillateur harmonique mécanique et un
oscillateur harmonique :
grandeur mécanique électrocinétique
élongation X q
itesse .S i C
vitess — = =y,
dt gt
1,.2 149
Epot zkx 7
raideur k %
1.2 17:2
Ecin 5 mv 5 Li
masse inertielle m L
pulsation vraideur/inertie Vkim V1/(LC)
. di
PFD F=—kX=mV 41—
" €~ "dr

Equipartition de I’énergie

On considere un oscillateur harmonique

Les €nergies & et &0t oscillent a 2w, avec la méme amplitude.

Elles sont en opposition de phase : I’'une est maximale quand 1’autre est minimale.
Leur somme est constante : 1’énergie mécanique &y, est conservée,

L’énergie est alternativement sous formes cinétique et potentielle

Pour X (f) = X;, cos(wt), on peut écrire &y = %ICX,%1 = %mvfnax_

Les valeurs moyennes temporelles des énergies cinétique et potentielle sont égales. On
dit qu’il y a équipartition de 1’énergie totale entre ces deux formes.

N

%/{X(‘] ;- ~ i~ ~

Portrait de phase

Deux formes d’énergie

Energies d’un systéme masse-ressort
On associe a un systéme masse-ressort

_1
-2

o I’énergie cinétique : & x2, associée 2 la vitesse*

o I’énergie potentielle élastique : Epor = %kxz, associée a I’élongation du ressort

Trajectoires dans I’espace des phases
Les trajectoires dans 1’espace des phases sont des cercles en coordonnées (X; X/wy).

\X/(x)o
"

Indispensable
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Indispensable

o ¢établir I’équation différentielle, en déduire la pulsation

o déterminer amplitude et phase a I’aide des conditions initiales ou par lecture gra-
phique

o tracer les évolutions temporelles de la position, de la vitesse, de I’accélération

e connaitre les expressions et savoir tracer les évolutions temporelles des énergies
potentielle et cinétique

¢ savoir transposer les résultats mécanique en électrocinétique et inversement
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